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РАЦИОНАЛЬНЫЙ КУБОИД
Дана система уравнений:

           m2 + (2ab)2 = x2                                                              (1)
           m2 + (a2-b2)2 = y2                                                                    (2)
        m2 + (a2+b2)2 = z2                                                      (3)
где: a, b, с – ребра параллелепипеда, при этом  по условию задачи числа a и b имеют разную четность.
Требуется установить, имеет ли эта система уравнений  общее решение в целых числах.
Предварительный анализ уравнений
Все три уравнения – это уравнения теоремы Пифагора.

Поскольку числа  a и b имеют разную четность, числа  (a2-b2) и  (a2+b2) нечетные.
В этом случае, если уравнения (2) и (3) имеют решения в целых числах, числа  y2 и  z2 всегда нечетные.
Следовательно, число  m  - четное число при таких условиях решения задачи.

Отсюда в соответствии с уравнением  (1) число x2– четное число, при этом уравнение может быть сокращено на 2t, где  t = 1, 2, 3…
Доказательство
Сложим  левые и правые части всех трех уравнений:

3m2+ (2ab)2 + (a2 -b2)2 + (a2 +b2)2 =  x2 + y2  + z2                   (4) 
Обозначим:      

                     x2 + y2  + z2 = w                                                          (5)
В соответствии с проведенным выше анализом  w  - всегда четное число.
Преобразуем уравнение (4) с учетом уравнения (5):
             3m2 + 4a2 b2 + a4 -2a2 b2 + b4 + a4 +2a2 b2 +b4 =w  
             3m2 + 4a2 b2 + 2a4 + 2b4 =w  
              3m2 + 2(a4 + 2a2 b2 + b4) =w   
              3m2 + 2(a2 + b2)2 = w                                                                (6)
Из уравнений (3) и (6) следует:

          (a2+b2)2 = z2 - m2                                                      

             3m2 + 2(z2 - m2) = w 
              m2 + 2z2  = w                                                                     (7)
Из уравнений (5) и (7) следует: 

        m2=  x2 + y2 -  z2 

Из уравнения (7) следует:
                          z2 =  
[image: image1.wmf]2

2

wm

-

                                                                 (8)

 Первый вариант решения уравнения (8):
      Поскольку  w  - четное число,  m – четное число, а   z – нечетное число, возможны следующие значения чисел:  
                                  w =2wo;   m =2kmo                                           (9)
где:  wo,  mo – простые или составные нечетные числа.

      Тогда из уравнения (7) имеем: 
           z2 =  
[image: image2.wmf]2
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= (wo  - 22k-1∙ mo2)                         (10)
     Отсюда следует:

                  z = 
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 - дробное число.

 Второй вариант решения уравнения (8):

 Выше было показано, что z –нечетное число. Следовательно, четные числа w,  m  могут быть равны:

                                  w =2wo;   m =2mo                                                                   (11) 
     где:  wo,  mo – простые или составные нечетные числа.

В этом случае в соответствии с уравнением  (8) имеем:

               z2 =  
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Отсюда:                     z = 
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 - дробное число.

Таким образом, система уравнений [1, 2, 3] не имеет совместного решения в целых числах.
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