PAGE  
17

                        Файл FERMA-FS                 © Н. М. Козий, 2007
            Авторские права защищены                                                                   свидетельством Украины 
 № 22108,  № 27312 и № 28607
           ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ВЕЛИКОЙ ТЕОРЕМЫ ФЕРМА
Великая теорема Ферма формулируется следующим образом: диофантово уравнение:

               Аn+ Вn = Сn





/1/

где n- целое положительное число, большее двух, не имеет решения в целых положительных числах. Числа  А, В и С взаимно простые.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
Суть Великой теоремы Ферма не изменится, если уравнение /1/ запишем следующим образом:

                   Аn = Сn -Вn
  


          
/2/

Уравнение /2/  рассматриваем как параметрическое уравнение  n- ной степени с параметром  A и переменными  B  и  С.
Уравнение /2/ запишем в следующем виде:

Аn = (С0,5n)2 –(В0,5n)2




 /3/

Обозначим:

В0,5n =Х
            





  /4/

     С0,5n =Y







    /5/
Отсюда:

     Вn =Х2






 
    /6/
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    Сn =Y2







              /7/
    В =
[image: image1.wmf]n
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                        С =
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    /9/

Тогда из уравнений /2/, /6/ и /7/ следует:

Аn = Сn -Вn =Y2-Х2
,




   /10/

т.е. любое целое положительное число в степени n, большей двух, равно разности квадратов двух чисел. При этом полагаем, что числа Х и Y должны быть целыми положительными числами.

Уравнение /10/ в соответствии с известной зависимостью для разности квадратов двух чисел запишем в виде:

           Аn=(Y-Х)∙(Y+Х)



             /11/

Обозначим: 
               Y-Х=М,





   /12/

где М – целое положительное число.  

Из уравнения /12/ имеем:

 Y=Х+М







 /13/
Из уравнений /11/, /12/ и /13/ имеем:

Аn=М (Х+М+Х)=М(2Х+М)=2ХМ+М2

/14/

Из уравнения /14/ имеем:

Аn- М2=2ХМ






/15/

Отсюда:           Х=
[image: image3.wmf]2
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  /16/

Из уравнений /13/ и /16/ имеем:


Y= 
[image: image4.wmf]M
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           /17/                                                                                  

Из уравнений /8/, /9/, /16/ и /17/ имеем:

В=
[image: image5.wmf]2
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/18/
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С=
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/19/

Из уравнений  /16/ и /17/ в виде:
Х=
[image: image7.wmf])
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следует, что число М должно быть делителем числа Аn, т. е. входить как множитель в число Аn. Если число М является составным числом, т.е. является произведением нескольких простых чисел, то оно должно быть произведением множителей, входящих в состав числа Аn. 
Из уравнений /16/ и /17/ в виде:

Х=
[image: image9.wmf]М
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также следует, что поскольку знаменатели дробей содержат цифру 2,  числители должны делиться на 2. Это условие выполняется только в том случае, если числа  А и М оба четные или оба нечетные.

Из уравнения /16/ следует, что поскольку число Х, исходя из выше принятого условия,  должно быть целым положительным числом, должны выполняться условия:

          Аn–М2 ( 0

или: 

            М2 ( Аn
и:

          Аn–М2 (2М

      Рассмотрим несколько примеров решения уравнений /10/, /16/, /17/, /18/ и /19/.

Пример 1:  А=7;   n=4;  М=1.
Число  А=7 – простое число. Делителями простого числа являются само число и единица. 

Х=
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Y=
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А4=Y2-Х2=12012-12002=2401;    А=
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Пример 2:    А=7;  n=4;  М=7.
           Х=
[image: image14.wmf]7
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;     Y=
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А4=Y2-Х2=1752-1682=2401;   А=
[image: image16.wmf]7
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Пример 3:    А=2∙3∙7=42;  n=3;  М=4.
         Х=
[image: image17.wmf]197

47

9259

4

2

4

42

2

3

×

=

=

×

-

;      Y=
[image: image18.wmf]157

59

9263

4

2

4

42

2

3

×

=

=

×

+


А3=92632-92592=74088;   А=
[image: image19.wmf]42
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Пример 4:   А=2∙3∙7=42;  n=3;  М=2∙3=6.
         Х=
[image: image20.wmf]17
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29

3

6177

6

2

6

42

2

3

×

×

=

=

×

+


А3=61772-61712=74088;   А=
[image: image22.wmf]42
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Из приведенных примеров следует, что при показателе степени n, большем двух, любое целое положительное число А в степени n в соответствии с  уравнением /10/:

Аn= Сn -Вn =Y2-Х2
равно разности квадратов одной пары или разности квадратов нескольких пар целых положительных  чисел. 

1. Частное решение диофантового уравнения 

Аn +Вn =Сn  при n =2.
Из уравнений /8/ и /9/  следует, что при n =2:

В=
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Поскольку из решения уравнения /10/ следует, что Х и Y целые положительные числа, то при n =2:

А2 =Y2-Х2=С2-В2



                     
/20/
или:

     А2 + В2 = С2






/21/

Таким образом, при n =2 уравнение /21/ имеет решение в целых положительных числах, что известно из курса математики.

Примеры:
Пример 1.1:   А=3∙5=15;  n=2;  М=3.
          В=Х=
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;    С=Y=
[image: image27.wmf]39
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А2=С2-В2=392-362=225;   А=
[image: image28.wmf]15
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 или: А2 +В2=152+362=1521=392= С2
Пример 1.2:  А=3∙5=15;  n=2;  М=5.
          В=Х=
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А2 =С2-В2=252-202=225=152       или: А2+В2=152+202=625=252= С2
Пример 1.3:  А=2∙3∙13=78;  n=2;  М=2∙13=26.
               В=Х=
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А2=С2-В2=1302-1042=6084=782    или: А2  + В2=782+1042=16900=1302= С2
     Таким образом, из уравнения /20/ следует, что любое целое положительное число в квадрате всегда равно разности квадратов одной пары или нескольких пар целых положительных чисел.

2. Частное решение уравнения /10/:   Аn = Сn-Вn=Y2-Х2

при n = 2m, где m = 1, 2, 3, 4, 5 …
          При n = 2m  можно записать:

                                               An=A2m= ( Am)2   
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                                                   ( Am)2 = Y2 – X 2                                                    /22/
        Выше доказано, что любое целое положительное число в квадрате всегда равно разности  квадратов одной пары или нескольких пар целых положительных чисел. Следовательно, в тех случаях, когда показатель степени  n – целое положительное четное число, решением уравнения /10/ является уравнение /22/. Таким образом, из уравнения /22/ следует правомерность интерпретации Великой теоремы Ферма в виде уравнения  /10/.

Из уравнения /22/ также следует, что любое целое положительное число Аm,  где А >2, а m=1,2,3,4,5…, является пифагоровым числом, так как квадрат этого числа, т.е. (Аm)2,  всегда равен разности квадратов одной пары или нескольких пар соответствующих ему целых положительных пифагоровых чисел.
3. Частное решение уравнения /10/:     Аn =Сn-Вn=Y2-Х2

при показателе степени n, имеющем  нечетное значение.

Из приведенных выше числовых примеров 3 и 4 с нечетными значениями показателя степени n следует, что уравнение /10/ справедливо и при нечетных значениях показателя степени n, т.е. Х и Y и в этом случае являются целыми положительными числами.
При нечетном значении показателя степени n возможны два случая значений чисел Х и Y.

Случай 1:

Числа Х и Y – простые числа (пример 1) или составные числа вида:

            X = a(b(c…;   Y = p(r(s…

В этом случае очевидно, что при показателе степени n, большем двух, в соответствии с уравнениями /8/ и /9/ числа  В и С являются дробными.

Случай 2:
 Числа Х и Y – составные числа вида: X = (a(b(c…)n  = Nn;  Y = (p(r(s…) n = Rn
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В этом случае в соответствии с уравнениями /6/ и /7/ имеем:

Bn = Xn = (Nn)2  = N2n;    Cn = Yn = (Rn)2 = R2n
Тогда в соответствии с уравнением /10/ имеем:    Аn = R2n - N2n,   что не
 соответствует требованиям Великой теоремы Ферма, так как в этом случае числа R и N имеют показатель степени в два раза больший, чем число А.
4. Решение уравнения /10/:    Аn=Сn-Вn=Y2-Х2

при условии, что число А является положительным дробным рациональным числом:  А = R/S,

где R и S – целые положительные числа.

В этом случае число М должно быть равно:  М = r/s,

где r – целое положительное простое или сложное число, являющееся множителем числа R;

       s – целое положительное простое или сложное число, являющееся  множителем числа S.

В этом случае в соответствии с формулами /16/ и /17/ имеем:

       Х = 
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Рассмотрим несколько примеров.
Пример 4.1:  А = 5/7;  n = 4;  М = 1/7.

         Х = 
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;    Y = 
[image: image36.wmf]343

337

)

7

/

1

(

2

)

7

/

1

(

)

7

/

5

(

2

4

=

+


А4 = Y2 - Х2 = (337/343)2– (288/343)2= (5/7)4;  А = 5/7

Пример 4.2:  А = 37/35;  n = 3.

Поскольку множителем любого числа является единица, то можно принять:    М = 1/1 = 1
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Тогда:       Х = 
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         А3 = Y2 - Х2 = (46764/42875)2 – (3889/42875)2 = (37/35)3; А = 37/35

Пример 4.3: А = 9/4;  n = 5;   М = 3/2.

      Х = 
[image: image39.wmf](
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А5 = Y2 - Х2  = (20451/1024)2 – (18915/1024)2 = (9/4)5;  А = 9/4

5. Решение уравнения /10/:   Аn=Сn-Вn=Y2-Х2

при условии, что:  А = a(b,

где a и  b – простые или сложные, четные или нечетные целые положительные числа, при этом:

a( b;  М = bn; a  и  b – оба четные или оба нечетные числа.

Из уравнений /16/ и /17/ имеем: 

                    


Х = 
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               Y = 
[image: image42.wmf](
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Отсюда имеем:

Аn = (a ( b)n = Y2 - Х2 =
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Таким образом:

(a ( b)n = 
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Рассмотрим примеры.

Пример 5.1:  А = a ( b = 7 ( 5 = 35;  a = 7;  b = 5;  n = 4;

        Х = 
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                                          Аn = Y2 - Х2 = 15132 – 8882 = 354;  А = 35.
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Пример 5.2: А = a ( b = 20 ( 6 = 120;  a = 20;  b = 6;  n = 3;
        Х = 
[image: image47.wmf]
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А3 = Y2 - Х2 = 41082 – 38922 = 1728000 = 1203 ;  А = 120.

Из изложенного следует общее решение уравнения /10/:

Аn= Сn -Вn =Y2-Х2,

которое  формулируется следующим образом:

1. Любое целое  положительное число в любой целой  положительной степени n=2,3,4,5… равно разности квадратов одной пары или нескольких пар целых  положительных чисел.

2. Любое дробное рациональное положительное число в любой целой положительной степени n=2,3,4,5…  равно разности квадратов одной пары или  нескольких пар дробных  рациональных положительных чисел.

При заданных значениях числа  А и показателя степени n уравнение /10/ имеет определенное число решений, т.е. определенное количество сочетаний пар чисел Х и Y. Например, для А=105 имеем:

при n=3 – 23 решения; при n=4 – 29 решений; при n=5 – 53 решения;

при n=6 – 62 решения.
Из всего изложенного следует, что любое целое положительное число в любой целой положительной степени n, большей двух, равно разности квадратов одной пары или нескольких пар целых положительных чисел и не равно  разности n-х  степеней пар целых положительных чисел при  n>2, т.е.:

                                                         Аn≠Сn- Вn,                                                 /23/
где: А, В и С- целые положительные числа, n>2.

          Отсюда:                          Аn+Вn≠Сn ,                                                                                   /24/
что подтверждает Великую теорему Ферма.
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6. Соотношения между числами Х и Y, В и  С.
Разделим уравнение /19/ на уравнение /18/:
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Отсюда:
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Обозначим:
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Тогда:   С=
[image: image54.wmf]n
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               Y = D∙ X                                                                                     /29/

Определим пределы  значений  числа  D.

В соответствии с формулой /27/:

D=
[image: image55.wmf]X
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число D будет тем больше, чем больше числитель дроби и чем меньше знаменатель дроби.

Проанализируем уравнение /27/.

1. Рассмотрим случай, когда число  А – простое, показатель степени n – четное число. В этом случае максимальное значение числа  D равно:
D=
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Очевидно, что число D имеет максимальное значение при  минимальном  значении простого нечетного  числа  А=3:
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ПРИМЕР:  А=17,  n=6.     D=
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          или:          
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2. Рассмотрим случай, когда число  А=a∙b∙c – сложное четное число, показатель степени n – четное число, при этом:

a<b<c; a=2, b и c – простые числа.
  В этом случае максимальное значение числа D равно: 
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ПРИМЕР:  А=2· 3· 5 =30;  n=4; a=2; b=3; c=5. 
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или:  D= 
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- иррациональное число.
3. Рассмотрим случай, когда число А=a·b∙c –сложное нечетное целое число, показатель степени n – четное число, при этом:

a<b<c; a, b, с – простые числа.
 В этом случае максимальное значение числа D равно:

D=
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Очевидно, что число D имеет максимальное значение при a=3:
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ПРИМЕР:  А=3∙5∙7=105;  n=4; a=3; b=5; c=7.
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[image: image85.wmf]4

22

4

1,25

D

==

1,118033… – иррациональное число.

4. Рассмотрим случай, когда число А – простое, показатель степени n – нечетное число. В этом случае максимальное значение числа  D равно:
D=
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 EMBED Equation.3  [image: image87.wmf]=
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Очевидно, что число D имеет максимальное значение при  минимальном  значении простого нечетного  числа  А=3:

D=
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ПРИМЕР:  А=13,  n=5.
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              или:  D = 
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- иррациональное число.

5. Рассмотрим случай, когда число А=a∙b∙c – сложное четное число, показатель степени n – нечетное число, при этом:

a<b<c; a=2, b и c – простые числа.
  В этом случае максимальное значение числа D равно: 
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ПРИМЕР:  А=2· 3· 5 =30;  n=3;  a=2;  b =3;  c =5.
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- иррациональное число.
6. Рассмотрим случай, когда число А=a∙b∙c – сложное нечетное число, показатель степени n – нечетное число, при этом:

a<b<c;   a, b и c – простые числа.
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 В этом случае максимальное значение числа D равно: 
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ПРИМЕР:  А= a· b· c = 3· 5· 7 =105;  n=3;  a=3;  b=5;  c=7.
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7. Рассмотрим случай, когда  A= a∙b,  M=an при  a<b. В этом  случае в соответствии с уравнениями /1 6 /  и /17/ имеем:
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/30/
     

         Y =  
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/31/
при этом чтобы числа X и Y  были целыми, числа  a  и  b  должны быть оба четными  или оба нечетными. Число D равно:
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Из уравнений /30/ и /31/ следует, что для того чтобы числа  X  и Y были целыми положительными числами, числа  a и  b должны быть оба четными или оба нечетными.

Пример 1:   a=6;  b=14;  n=5.
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- иррациональное число.
Пример 2:  a=5;  b=9;  n=4.
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Из рассмотренных примеров следует, что число  
[image: image126.wmf]n

D
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при показателе степени n, большем двух, - иррациональное число.

Из уравнения /27/ следует, что поскольку числитель больше знаменателя, то число D(1.

Из приведенного выше анализа уравнения /27/ и приведенных числовых примеров следует, что максимальное значение числа D равно:  D=2.

Следовательно, значение числа D лежит в пределах:

1( D ≤ 2,

а значение числа Y в соответствии с уравнением /29/ - в пределах:

Х( Y ≤ 2X
Тогда значения чисел  В и C при заданных значениях чисел А и n соотносятся следующим образом:

В( С ≤ В∙
[image: image127.wmf]=
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Таким образом, число  С, равное:

                      С= 
[image: image129.wmf]n
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- дробное число.

ВЫВОДЫ
Из анализа решений уравнений /10/, /16/ и /17/, относящихся к доказательству Великой теоремы Ферма, следует:
любое целое положительное число в степени  n>2 равно разности квадратов одной пары или нескольких пар целых положительных чисел.
Из анализа возможных иных решений уравнений /10/, /16/ и /17/ [примеры решений в числах не приведены], не относящихся непосредственно к доказательству Великой теоремы Ферма, следует:
       1. любое целое простое число равно разности квадратов одной пары целых    положительных чисел (при М=1);

      2. любое целое простое число в квадрате равно разности квадратов одной пари 
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пари целых положительных чисел (при М=1);

     3. любое  нечетное целое составное число равно разности квадратов нескольких пар целых положительных чисел;

     4. любое  нечетное целое составное число в степени n=2 равно разности квадратов нескольких пар целых положительных чисел;

     5. целое четное число A=2N,   (где  N= 3, 5, 7, 9…), возведенное в квадрат, равно разности квадратов одной пары целых положительных чисел;

     6. целое четное число A=4N,  где  N=1, 2, 3, 5, 7…, равно разности квадратов одной пары целых положительных чисел;

     7. все числа являются пифагоровыми, так как любое целое число в квадрате всегда равно разности квадратов одной пары или нескольких  пар целых положительных чисел, то есть:

                             А2 = С2 – В2  или    А2 + В2 = С2,  
  при этом каждому числу  А соответствуют  не произвольные, а определенные числа  В  и   С.

                               7.  Преобразование уравнений /16/ и /17/:

Х=
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Как показано выше, число М должно состоять из множителей, входящих в число Аn. Поэтому можно записать:
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где a –целое число.

Тогда:
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[image: image134.wmf])
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                                          Y=
[image: image135.wmf])
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В этом случае число D в соответствии с формулой /22/ равно:
                      
[image: image136.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image137.wmf]2
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Обозначим:                         
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Тогда:                                 
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Число С  в соответствии с формулой /38/ равно:
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Поскольку в уравнении /40/ разность между числителем и знаменателем дроби равна 2, очевидно, что не существует таких значений числа  S, при которых и числитель и знаменатель дроби имели бы значения:

                                 S2 = ( b ∙ с ∙ d… )n
[image: image141.wmf];                                              /41/
                               ( S-2)2 =( e ∙ f ∙ g… )n ,                                            /42/

где b, c, d…, e, f, d…- целые положительные числа. Значит, число 
[image: image142.wmf]n

D
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- всегда иррациональное число.

Поэтому даже при условии, что число В- целое положительное число, число С всегда дробное число при показателе степени n >2.

Преобразование уравнения /2/ с учетом уравнений /18/ и /19/ дает уравнение:

            
[image: image143.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image144.wmf]2
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где:  A –любое целое положительное число;

         N – любое целое положительное число;

         A  и  N – числа оба четные или оба нечетные.
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         При N = 1 имеем:

       
[image: image145.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf]2
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где  А – нечетное число.         
        Получена формула, известная еще Евклиду.

    ВНИМАНИЕ! Все варианты доказательств великой теоремы Ферма и гипотезы Биля  размещены на сайте: http://soluvel.okis.ru/
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                                                                             инженер-механик
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